
●研究简报●

多轴应力应变的一种新的计算方法
Ξ

NEW METHOD FOR CALCULATING ELASTO2PLASTIC STRAINS AND

STRESSES UNDER MULTIAXIAL LOADING
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摘要　计算缺口件缺口处的应力应变方法有多种 ,其中应用较广的是具有能量观点的 Neuber法和等效应变能密度

法。通常 Neuber法过高地估计应力和应变 ,等效应变能密度法过低地估计应力和应变。通过分析研究 ,文中引进屈服强

度参数 ,提出一种新的计算方法。通过对同一构件缺口处的应力应变的计算结果进行比较可知 ,文中提出的新的计算方

法是合理可行的 ,有较好的精度。
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Abstract　Many methods that may apply to calculate the strains and stresses of notches have been presented. In generally

Neuber’s rule and equivalent strain energy density( ESED) method were widely used , which have certain physical meaning. Neuber’s

rule tends to overestimate stresses and strains. Contrary to Neuber’s rule ,ESED method usually underestimates stresses and strains. The

authors investigate the problem and put forward a new approach by making use of yield stress. The new method is the same asNeuber’s

rule when the notches are in elastic state ,but in plastic they are different. A notch tip stresses and strains have been calculated by adopt2
ed the three methods and finite element method(FEM) . The results show that the new approach is more reasonable.
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1　引言

工程构件的疲劳破坏通常发生在应力集中区 ,而

缺口是发生应力集中的主要部位 ,因此得出此处的应

力应变具有重要的意义。采用测量的方法在实际中有

时并不可行 ,而用有限元进行计算 ,尽管可以得到较精

确的计算结果 ,但有限元的正确使用仅仅局限于少数

专业人士 ,因此目前在工程中通常使用某种近似公式

进行估算。在工程实际中 ,构件受到单轴加载的情况

很少 ,实际上即便是单轴加载的情况在缺口处也将是

受到多轴加载 ,因此本文将针对多轴比例加载下的缺

口件进行应力应变分析。

2　应力应变计算方法

2. 1　应力应变分析

在阐述此应力计算方法之前 ,先分析缺口构件在

缺口处的应力应变状态 ,如图 1。

当构件处于平面应力时 ,其应力应变分量不为 0

的为σ22、σ11、ε22、ε33。

当构件处于平面应变时 ,其应力应变分量不为 0

的有σ22、σ33、ε11、ε22。

图 1　缺口处应力分量

Fig. 1　Notation for stress components at the notch tip
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图 2　Neuber法

Fig. 2　Neuber’s rule

　
　　一般情况下应力应变分量不为 0 的有σ22、σ23、

σ32、σ33、ε11、ε22、ε23、ε32、ε33。由于σ23 =σ32、ε23 =ε32 ,

所以有 7个未知量。

2. 2　计算公式

2. 2. 1　Neuber理论分析方法[1～3 ]

从上边的应力状态分析中可以看出 ,当构件处于

平面应力状态时 (平面应变状态类似) 有四个分量 ,即

一个应力分量和三个应变分量。为了得到这四个分量 ,

需要四个方程。由 Neuber公式可以提供一个方程 ,通

过化简可以得到

σe
22ε

e
22 =σN

22ε
N
22 (1)

式中 　e———完全弹性状态相应物理量的值

N———用 Neuber法计算相应物理量的值

此式具有能量意义 ,从图 2中可以看出 ,虽然缺口

处于塑性状态 ,但总应变能密度与缺口处于线弹性状

态时的总应变能密度相等 ,即阴影面积与 B 点和两坐

标轴围成的矩形面积相等。另外三个方程可根据本构

关系给出。

当构件处于多轴应力状态时 ,由上边的分析并考

虑到σ23 =σ32、σ23 =σ32可知 ,有三个应力分量和四个

应变分量共七个未知参量。本构方程只能提供四个方

程 ,因此还需要三个额外的方程才能得出这七个未知

参量。

在多轴状态时 ,把在单轴状态下的 Neuber 公式

(1) 推广到多轴应力状态。式 (1) 推广到多轴状态下的

张量形式如下

σe
i jε

e
i j =σN

i jε
N
i j (2)

i , j = 1 ,2 ,3 累加。

由于在实际解决问题时 ,用主应力应变表示比较

方便 ,此时应力应变状态用五个未知量即σ2、σ3、ε1、

ε2、ε3表示。这样只需要五个方程就可以解出未知的参

量。用主应力可以把等式 (2) 写成如下形式

σe
1ε

e
1 +σe

2ε
e
2 +σe

3ε
e
3 =σN

1ε
N
1 +σN

2ε
N
2 +σN

3ε
N
3 (3)

根据本构关系 ,并假设εp
eq = f (σeq) ,这里 f (σeq)

是单轴拉压情况下本构关系中的等效塑性应变表达函

数 ,p 代表塑性状态相应物理量的值。则本构方程可以

写成如下三个方程

　　　εN
1 = -
ν
E
σN

2 +σN
3 -

f (σN
eq)

2σN
eq

(σN
2 +σN

3 ) (4)

εN
2 =

1
E
σN

2 - νσN
3 +

f (σN
eq)

2σN
eq

(2σN
2 - σN

3 ) (5)

εN
3 =

1
E
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2 +

f (σN
eq)

2σN
eq

(2σN
3 - σN

2 ) (6)

其中

σN
eq = (σN

2 ) 2 - σN
2σ

N
3 + (σN

3 ) 2

ν———泊松比

这样为解上述问题还缺一个条件。诸多试验表明 ,

在比例加载情况下 ,缺口处最大主应力应变的应变能

密度与总应变能密度之比与假设缺口处处于完全线弹

性情况时最大主应力应变的应变能密度与总应变能密

度之比相等 ,即

σe
2ε

e
2

σe
2ε

e
2 +σe

3ε
e
3

=
σN

2ε
N
2

σN
2ε

N
2 +σN

3ε
N
3

(7)

通过以上各式 ,应力应变即可求出。

2. 2. 2　等效应变能密度法理论[1～3 ]

图 3　等效应变能密度法

Fig. 3　Equivalent strain energy density method ( ESED)

　
此方法最初是在缺口件处于平面应力状态下提出

的。其形式如下

∫
εe

22

0
σe

22dεe
22 =∫
εE

22

0
σE

22dεE
22 (8)

式中上标 E为等效应变能密度法计算相应物理量的

值。

从图 3中可以看出 ,虽然缺口处在塑性状态 ,但其

应变能密度与缺口处在弹性状态下的应变能密度相

等 ,即阴影面积与直线 OB 和横轴组成的三角形面积

相等 , 这种方法称为等效应变能密度法 (equivalent

strain energy density method ,简记为 ESED法) 。

　 118 机 　　械 　　强 　　度 2005年 　

© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



其他方程的分析方法与上述相同。在平面应力状

态 ,本构方程和公式 (8) 联立即可解决 ,此时公式 (8)

的具体形式如下。

等效应变能密度公式

1
2
σe

22ε
e
22 =∫σE

22dεE
22 (9)

多轴加载的一般情况下 ,等效应变能密度公式的

具体形式如下。

等效应变能密度公式

1
2
σe

2ε
e
2 +σe

3ε
e
3 =

1
3 E

(1 +ν) (σE
eq) 2 +

1 - 2ν
6 E

(σE
2 +

σE
3 ) +∫
εpE

eq

0
σE

eqdεpE
eq (10)

其中

εpE
eq = f (σE

eq)

σE
eq = (σE

2 ) 2 - σE
2σ

E
3 + (σE

3 ) 2

eq ———等效的对应项的值

p ———塑性对应项的值

2. 2. 3　多轴修正 Neuber法模型的建立

图 4　多轴应力应变计算的修正 Neuber法原理图

Fig. 4　Modified Neuber’s rule under multiaxial loading

　
通过图 2和图 3可以看出 ,在弹性范围内 Neuber

法和等效应变能密度法所计算的应力和应变是相等

的 ,但是进入塑性状态以后 ,二者却是有差异的。因此

在计算应力应变的公式中 ,应该有体现屈服强度的参

量σys。一般情况下 Neuber法过高地估计应力应变 ,给

出应力应变估算结果的上限 ;而 ESED法过低地估计

应力应变 ,给出应力应变估算结果的下限。通过对

Neuber法和等效应变能密度法仔细分析 ,并且考虑应

力应变曲线关系的几何表示 ,可以发现二者的区别主

要表现为 Neuber法比等效应变能密度法所计算的面

积要大一些 ,并设此面积差为 S。为了使计算结果更符

合工程实际 ,并使其位于这两种计算方法所得的结果

之间 ,从 Neuber法所代表的面积中减去它比等效应变

图 5　几何尺寸及应力状态图

Fig. 5　Geometry and stress state of the cylindrical specimen

　
能密度法所大的面积 S 的一半 ,表现在本文提出的公

式 (11) 中 ,即取系数 k1为 0. 5。通过对图 4进行分析 ,

本文提出新的计算方法 ,在主应力应变状态下其表达

式为

1 -
1
2

k1 1 -
(σys)

2

(σe
2) 2
σe

2ε
e
2 +σe

3ε
e
3 =σJ2ε

J
2 +σJ3ε

J
3

(11)

J 为新方法计算对应物理量的值。式中的 k1 = 0. 5 ,并

且要求σys <σe
2。如果σys >σe

2 ,此时认为σys =σe
2 ,公

式 (11) 变成 Neuber公式 (3) 。

3　应用举例

下面用上述三种方法分析拉扭组合载荷下带有缺

口的圆柱体 (图5) 。图中有ρ/ t = 0. 3、R/ t = 7 ,并要求

在加载过程中τn = 2. 5σnF。二者的计算公式分别为

σnF =
F

π( R - t) 2 (12)

τn =
2 T
π( R - t) 3 (13)

通过对其弹性分析可以得到如下结论

ασ = 37. 7°　　σe
2 = 8. 126σnF

σe
3 = - 3. 186σnF　　

σe
3

σe
2

= - 0. 392

其中 　ασ──主轴角度

此材料应力应变关系如下

ε =
σ
E
　　　　 σ≤σ0　　(14)

　　　　　ε =
σ0

E
+
σ - σ0

H
σ >σ0　　(15)
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其中 　E──弹性模量

H──弹塑性模量

σ0──材料的应力应变曲线参数

有关此材料的常数为 E = 94 400 MPa , H = 0. 05 E ,

σ0 = 550 MPa ,ν = 0. 3。

计算结果见图 6和图 7。图中的 �S = σ2
nF + 3τ2

n。

有限元结果来自文献[4 ]。从图中可以看出本文计算方

法的结果比用等效应变能密度法计算的结果稍大 ,比

用 Neuber法计算的结果稍小 ,总是居于二者之间。

4　结论

1) 通常Neuber法过高地估计应力应变 ,而等效应

变能密度法 ( ESED) 过低地估计应力应变。

2) 本文考虑了 Neuber 法和等效应变能密度法

的异同 ,并且提出一个修正的 Neuber 公式 ,此公式

在弹性状态时与 Neuber公式完全相同。而从结果图

中及理论分析可知 ,在弹性状态下 ,这三种方法实际

相同。

3) 所得结果与 Neuber 法和等效应变能密度法

的结果比较 (见图 6、图 7) 表明 ,本方法能较精确地

估算多轴加载下缺口根部的应力应变 ,且便于工程

实际应用。

4) 通过上文中所述 ,当用主应力去代替应力偏

量时 ,会产生问题。文献 [ 1 ]经过研究指出 ,当在比例

加载的情况下 ,这种误差不大。
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